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КIЛЬЦЯ МАЙЖЕ ОДИНИЧНОГО СТАБIЛЬНОГО РАНГУ 1

We introduce the notion of a ring of almost unit stable rank 1 as generalization of a ring of unit stable rank 1.
We prove that the ring of almost unit stable rank 1 with the nonzero Jacobson radical is a ring of unit stable
rank 1 and is also a 2-good ring. We introduce the notion of an almost 2-good ring. We show that an adequate
domain is an almost 2-good ring.

Введено понятие кольца почти единичного стабильного ранга 1, как обобщение кольца единичного
стабильного ранга 1. Доказано, что кольцо почти единичного стабильного ранга 1 с ненулевым ра-
дикалом Джекобсона является кольцом единичного стабильного ранга 1, а также 2-хорошим кольцом.
Введено понятие почти 2-хорошего кольца. Показано, что адекватная область является почти 2-хорошим
кольцом.

Стабiльний ранг є одним з основних iнварiантiв К-теорiї. Це поняття, введене
Х. Басом [1], активно використовується в теорiї кiлець, зокрема в задачах дiа-
гональної редукцiї матриць [2, 3]. Водночас одержано ряд узагальнень поняття
стабiльного рангу. Зокрема, таким є поняття одиничного стабiльного рангу [2]. Са-
ме воно є надзвичайно актуальним в алгебраїчнiй К-теорiї. Зокрема, показано, що
K1(R) ∼= U(R)�V (R) [4]. По аналогiї з дослiдженнями [5], у данiй роботi вво-
диться поняття майже одиничного стабiльного рангу 1, а також майже 2-доброго
кiльця. Встановлено iснування таких кiлець та їх зв’язок з рiзними класами кiлець,
зокрема адекватними кiльцями.

Далi пiд кiльцем R розумiтимемо комутативне кiльце з ненульовою одиницею.
Через J(R) позначимо радикал Джекобсона, а через U(R) — групу одиниць кiльця.

Елемент a кiльця R назвемо адекватним, якщо для довiльного елемента b з
кiльця R елемент a можна подати у виглядi a = r · s, де rR + bR = R i для
довiльного необоротного дiльника s′ елемента s маємо s′R+ bR 6= R. Очевидним
прикладом адекватних елементiв є оборотнi елементи кiльця R [7].

Нагадаємо, що якщо в кiльцi довiльний скiнченнопороджений iдеал є голов-
ним, то таке кiльце називається кiльцем Безу. Комутативне кiльце Безу, в якому
довiльний ненульовий елемент є адекватним, називається адекватним кiльцем [7,
9]. Очевидним прикладом адекватного кiльця є комутативнi областi головних iде-
алiв. Кiльце R називається чистим, якщо для довiльного елемента x кiльця R

iснують оборотний елемент u ∈ R та iдемпотент e ∈ R такi, що x = u + e [9].
Кiльце R назвемо кiльцем з властивiстю замiни, якщо для довiльного елемента
a ∈ R iснує такий iдемпотент e, що e ∈ aR i 1− e ∈ (1− a)R [5].

Означення 1. Будемо говорити, що кiльце R є кiльцем iдемпотентного ста-
бiльного рангу 1, якщо з умови aR + bR = R для довiльних елементiв a, b ∈ R

випливає iснування iдемпотента e ∈ R такого, що a+ be ∈ U(R) [9].
Має мiсце наступний результат.
Теорема 1 [8, 9]. Для комутативного кiльця R наступнi умови еквiвалентнi:
1) R — чисте кiльце;
2) R — кiльце з властивiстю замiни;
3) R — кiльце iдемпотентного стабiльного рангу 1.
Означення 2 [4]. Будемо говорити, що кiльце R є кiльцем одиничного ста-

бiльного рангу 1, якщо з умови aR + bR = R для довiльних елементiв a, b ∈ R

випливає iснування оборотного елемента u ∈ R такого, що a+ bu ∈ U(R).
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Означення 3 [11]. Будемо говорити, що кiльце R є 2-добрим кiльцем, якщо
довiльний елемент з R є сумою двох оборотних елементiв.

Спочатку доведемо результат, який стосується комутативних областей Безу.
Твердження 1. Нехай R — комутативна область Безу, a — ненульовий i

необоротний елемент з R, b — елемент з кiльця R такий, що aR + bR = R. Тодi
образ елемента b при канонiчному вкладеннi R→ R�aR є оборотним елементом.
Якщо ж aR+bR 6= R, то образ елемента b при канонiчному вкладеннiR→ R�aR
є дiльником нуля. Бiльш того, Q(R�aR) = R�aR, де Q(R�aR) — кiльце часток
фактор-кiльця R�aR.

Доведення. Дiйсно, якщо aR+ bR = R, то iснують елементи u, v ∈ R такi, що
au + bv = 1. Звiдси b · v = 1, де b i v — гомоморфнi образи елементiв b i v при
канонiчному вкладеннi R → R�aR. Зауважимо, що якщо b · v = 1 в R�aR, то
очевидно, що aR+ bR = R, де b — прообраз елемента b ∈ R�aR при канонiчному
вкладеннi R→ R�aR.

Якщо ж aR + bR = dR 6= R, то iснують елементи u, v, a0, b0 ∈ R такi, що
au + bv = d, a = da0, b = db0. Звiдси b · a0 = 0, причому a0 6= 0. Той факт, що
Q(R�aR) = R�aR, є очевидним наслiдком попереднiх мiркувань.

Твердження доведено.
Теорема 2. Нехай R — комутативна область Безу i a — адекватний елемент

з областi R такий, що 2R + aR = R. Тодi фактор-кiльце R�aR є 2-добрим
кiльцем.

Доведення. Спочатку покажемо, що R�aR — чисте кiльце. Згiдно з теоремою
1, для цього достатньо показати, що R�aR — кiльце iдемпотентного стабiльного
рангу 1. Позначимо R = R�aR. Нехай bR + cR = R для довiльних елементiв
b, c ∈ R. Тодi aR + bR + cR = R, де b, c — прообрази елементiв b, c ∈ R при
канонiчному вкладеннi R → R�aR. Оскiльки a — адекватний елемент областi R,
то iснують елементи r, s ∈ R такi, що a = r ·s, де rR+bR = R та s′R+bR 6= R для
довiльного необоротного дiльника s′ елемента s. Далi, оскiльки rR + sR = R, то
iснують елементи u, v ∈ R такi, що ru+ sv = 1. Розглянемо рiвнiсть (ru)2 − ru =

= ru(ru − 1) = ru(−sv) = −rsuv = a(−uv) ∈ aR. Тобто образ елемента ru при
канонiчному вкладеннi R→ R є iдемпотентом.

Доведемо, що aR+(b+cru)R = R. Нехай aR+(b+cru)R = hR 6= R. Оскiльки
h|a, то hR + rR = tR 6= R, або hR + sR = αR 6= R. Нехай hR + rR = tR 6= R.

Оскiльки h|(b + cru), то h|b, що неможливо, тому що виконується rR + bR = R.

Якщо ж hR + sR = αR 6= R, то, згiдно з означенням адекватностi елемента a
αR + bR = kR 6= R, а отже, k|cru. Оскiльки sv + ru = 1 i kR ⊂ sR, то k|c, що
неможливо, тому що aR + bR + cR = R. Отже, aR + (b + cur)R = R, тобто R є
кiльцем iдемпотентного стабiльного рангу 1, а отже, R — чисте кiльце. Оскiльки
2R + aR = R, то згiдно з твердженням 1 2 — оборотний елемент в R, а згiдно з
[10] R — 2-добре кiльце.

Означення 4. Будемо говорити, що елемент кiльця R є елементом майже
одиничного стабiльного рангу 1, якщо фактор-кiльце R�aR є кiльцем одиничного
стабiльного рангу 1.

Спочатку наведемо еквiвалентне означення елемента майже одиничного ста-
бiльного рангу 1.
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Твердження 2. Нехай a — елемент майже одиничного стабiльного рангу 1.
Якщо aR+ bR+ cR = R, то iснує елемент y ∈ R такий, що aR+ (b+ cy)R = R

i yR+ aR = R.

Доведення. Нехай R = R/aR. Для довiльного x ∈ R позначимо x = x + aR.

Оскiльки bR + cR = R, то iснує y ∈ R такий, що (b+ cy)R = R i y ∈ U(R).

Оскiльки R = R/aR, то з умови y ∈ U(R) випливає yR + aR = R. Покажемо,
що aR + (b + cy)R = R. Справдi, якщо це не так, то iснує максимальний iдеал
M кiльця R, для якого aR + (b + cy)R ⊂ M. А це неможливо, оскiльки M�aR
є максимальним iдеалом в R, а (b+ cy)R = R. Отже, aR + (b + cy)R = R i
yR+ aR = R.

Твердження доведено.
Твердження 3. Нехай a — елемент кiльця R такий, що для довiльних еле-

ментiв b, c ∈ R таких, що aR + bR + cR = R, iснує елемент y ∈ R такий, що
aR+(b+cy)R = R i yR+aR = R. Тодi елемент a є елементом майже одиничного
стабiльного рангу 1.

Доведення. Нехай R = R/aR i bR+cR = R. Очевидно, що aR+bR+cR = R.

Згiдно з обмеженнями, накладеними на елемент a, iснує елемент y ∈ R такий,
що (b+ cy)R = R i y ∈ U(R), тобто елемент є елементом майже одиничного
стабiльного рангу 1.

Будемо говорити, що кiльце R є кiльцем майже одиничного стабiльного рангу
1, якщо довiльний ненульовий i необоротний елемент кiльця R є елементом майже
одиничного стабiльного рангу 1.

Твердження 4. Нехай R — комутативне кiльце Безу одиничного стабiльного
рангу 1, тодi R є кiльцем майже одиничного стабiльного рангу 1.

Доведення. Нехай a ∈ R, a 6= 0, a /∈ U(R) i b, c — елементи кiльця R такi, що
aR+bR+cR = R. ОскiлькиR — кiльце Безу, то bR+cR = dR для деякого елемента
d ∈ R. Тому b = db0, c = dc0, bu + cv = d для деяких елементiв b0, c0, u, v ∈ R.
Звiдси b0u + c0v + α = 1 для деякого елемента α такого, що dα = 0. Оскiльки
R — кiльце одиничного стабiльного рангу 1, то iснують оборотний елемент u ∈
∈ U(R) i елементи x, y ∈ R такi, що (b0 + αx) + (c0 + αy)u = w ∈ U(R). Нехай
b0 + αx = b1, c0 + αy = c1. Оскiльки dα = 0, то db1 = b, dc1 = c. Тобто для
елементiв b, c ∈ R ми знайшли елементи b1, c1 ∈ R та оборотнi елементи u,w такi,
що cR + bR = dR, b = db1, c = dc1, db1w

−1 + dc1uw
−1 = d i b1 + c1u = w.

Оскiльки aR + bR + cR = R, то dR + aR = R. Окрiм того, (b + cu)R + aR = R,

де uR + aR = R, оскiльки u ∈ U(R). Тобто ми довели, згiдно з твердженням 2,
що a — елемент майже одиничного стабiльного рангу 1. Оскiльки a — ненульовий i
необоротний елемент R, це означає, що R є кiльцем майже одиничного стабiльного
рангу 1.

Твердження доведено.
Виявляється, що у випадку, коли радикал Джекобсона є ненульовим кiльцем

майже одиничного стабiльного рангу 1, то це кiльце насправдi є кiльцем одинич-
ного стабiльного рангу 1.

Теорема 3. Нехай R — кiльце майже одиничного стабiльного рангу 1 з нену-
льовим радикалом Джекобсона J(R). Тодi R — кiльце одиничного стабiльного
рангу 1.

Доведення. Покажемо, що R є кiльцем одиничного стабiльного рангу 1. Нехай
bR+cR = R та a ∈ J(R)�(0). Згiдно з твердженням 3, iснує елемент u ∈ R такий,
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що aR+ (b+ cu)R = R i uR+ aR = R. Оскiльки a ∈ J(R){0} i aR+ uR = R, то
u ∈ U(R). Далi, оскiльки aR + (b+ cu)R = R i a ∈ J(R)�(0), то (b+ cu)R = R,

а це означає, що R є кiльцем одиничного стабiльного рангу 1.
Теорему доведено.
Зауважимо, що u ∈ U(R) тодi i тiльки тодi, коли u ∈ U(R�J(R)), де u =

= u+ J(R).

Як наслiдок iз теореми 3, отримаємо наступний результат.
Теорема 4. Кiльце R є кiльцем майже одиничного стабiльного рангу 1 тодi

i тiльки тодi,коли R�J(R) є кiльцем майже одиничного стабiльного рангу 1.
Виявляється, що кiльце майже одиничного стабiльного рангу 1 з ненульовим

радикалом Джекобсона тiсно пов’язане з 2-добрим кiльцем, тобто має мiсце на-
ступний результат.

Теорема 5. Нехай R — кiльце майже одиничного стабiльного рангу 1 з нену-
льовим радикалом Джекобсона. Тодi R є 2-добрим кiльцем.

Доведення. Згiдно з теоремою 3, R є кiльцем одиничного стабiльного рангу 1.
Тодi для довiльного елемента a ∈ R розглянемо aR + (−1)R = R. Оскiльки R

— кiльце одиничного стабiльного рангу 1, то iснує елемент u ∈ U(R) такий, що
a− u = w ∈ U(R). Звiдси a = w + u, що i потрiбно було довести.

Теорему доведено.
По аналогiї з кiльцем майже одиничного стабiльного рангу 1 можна ввести до

розгляду майже 2-добрi кiльця.
Означення 5. Кiльце R називається майже 2-добрим кiльцем, якщо для до-

вiльного ненульового i необоротного елемента a ∈ R такого, що 2R + aR = R,

кiльце R�aR є 2-добрим кiльцем.
Очевидним прикладом майже 2-доброго кiльця на основi теореми 2 є адекватна

область, тобто має мiсце такий результат.
Теорема 6. Адекватна область є майже 2-добрим кiльцем.
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